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Herrn Professor Dr. PascuaL Joroan zum 65. Geburtstag gewidmet

In einer friiheren Arbeit! des Verfassers wurden Hauptsitze iiber das Messen formuliert und
diskutiert, die HiLerr-Raum-éhnliche Strukturen zu Folge haben. Das in ! vorgeschlagene System
von Axiomen ldt aber wahrscheinlich noch andere Realisationen als den Hiserr-Raum zu. In
dieser Arbeit wird ein weiterer Hauptsatz so formuliert, da8 im ,endlich dimensionalen Fall* (siehe
Axiom 1 7 endlich aus?!) als irreduzible Losungen nur noch Hitserr-Rdume iiber dem Koérper der
reellen oder komplexen Zahlen oder der Quaternionen iibrig bleiben. Der formulierte Hauptsatz
ist im wesentlichen eine Art modulares Postulat, wie es von vielen an die ,,Propositions® gestellt
wurde [siehe 2 ,,loi de couverture“ (siche Anm. 3), Theorem 8 und Axiom 12].

Man kann aber dieses Postulat als Aussage iiber Gesamtheiten so formulieren, dal es sich leicht
und anschaulich physikalisch interpretieren 1aft. Ebenso 1d8t es sich sofort auf den unendlich di-
mensionalen Fall iibertragen, so dafl der Verband der abgeschlossenen Teilriume des Hirsert-
Raumes (der bekanntlich nicht modular ist!) alle Axiome erfiillt.

I. Einige Konsequenzen der Axiome aus !

Neben den schon in ! erwdhnten Konsequenzen
seien kurz einige weitere fiir das Folgende wichtige
erwahnt,

Sei K_(F) bzw. K, (F) die Menge aller Gesamt-
heiten V' aus K mit u(V,F) =0 bzw. u(V,F) =1.
Ahnlich sei L_ (V) bzw. L, (V) die Menge aller F
aus L mit u(V,F) =0bzw. u(V,F)=1. C(V) war
die kleinste extremale Menge, die V' € K enthilt.
C(V) konnte man (siehe ') physikalisch als die
Menge aller moglichen Komponenten V; der Ge-
samtheit 7 deuten, in die ¥ als Gemisch in der
Form

VeiV,+(1=2)V,

zerlegt werden kann.
Fiir die kleinste extremale Menge C (V{, V,), die
V1 und V, enthilt, gilt

C(V, Vo) =CAVi+ (1=2) Vy)
fiir jedes 2 mit 0 <4< 1; denn erstens muf}
C(Vy,Vy) auch AV,+(1-4)V,
enthalten und zweitens enthalt

CAVyi+(1=2)Vy)

0<1<1

mit
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auch Vy und V,. Es ldBt sich nun zeigen?, daB
die Menge der C (V) und die der K_(F) identisch
sind und daf}

C(V)y=K_L_(V)

gilt. Da in % bewiesen wurde, daB der Verband der
K_(E) orthokomplementir und orthomodular ist,
gilt dasselbe fiir den Verband der C (V). Hierbei
ist die Orthogonalitit

CVy LCy)

tiber die Entscheidungseffekte definiert: Jedem C (V)
ist verbandstheoretisch isomorph durch K, (E) = C(V)
ein Entscheidungseffekt £ zugeordnet. C(V,) L C(V,)
heiBt dasselbe wie E; L E, . Ist speziell

C(Vy) LC(Vy),
C(Vy) 2 C(Vy) und C(V3) N C(Vy) =0,

so gilt also wegen der Orthomodularitit (siehe 1,

Seite 1320)
C(Vy) NC(3V+4Vs) =C(Vy). (1)

Hieraus folgt weiter (siehe Anhang 1): Sind V,
und V, zwei Gesamteinheiten mit C (V) L C(V,),
V4 eine Komponente des Gemischs 7V + 4V, [d. h.

4 G. Dinn, Zur Koordinatisierung des orthomodularen Ver-
bandes physikalischer Entscheidungseffekte, Dissertation,
Marburg 1967.

5 G. Lupwie, Comm. Math. Phys. 4, 331 [1967].
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VaeC(3Vi+ 4V5)] und ist
C(EVi+3V3)n C(Vy) =0,

so ist Vg eine Komponente von V; [d.h. V3 € C(V,)].
Dieser Satz hat eine physikalisch interpretierbare
Form.

II. Die physikalische Bedeutung der
Orthomodularitat

Wenn wir versuchen, den eben formulierten Satz
in seiner physikalischen Bedeutung zu diskutieren,
miissen wir zunachst etwas ndher auf die Voraus-
setzung C(Vy) L C(V,) eingehen. Diese Beziehung
war, wie sie oben eingefithrt wurde, so definiert:
durch C(V) =K, (E) ist jedem C(V) umkehrbar
eindeutig ein E zugeordnet; C (V) L C(V,) heiBt
E,1LE,. [E; LE, war durch ! E; < E,* definiert,
wobei E* durch u(V,E) +u(V,E*) =1 fir jedes
V € K festgelegt ist.]

Fiir alle Komponenten V'€ C(V,) und V"€ C(V,)
gilt also

w(V',Ey)=1 und u(V’,E;) =0
/"(Vl, EQ) =0 und /u(V”’ E2) =1.

bzw.

Weiterhin sind E; und E, kommensurabel; wobei
der Entscheidungseffekt ,,sowohl E; als auch E,
werden hervorgerufen“ gleich Null ist, d. h. E; und
E,sind zwei sich ausschlieBende Entscheidungseffekte.
Aus diesen eben beschriebenen Griinden fithren wir
folgende Sprechweise ein: Im Falle C (V) L C(V,)
nennen wir V', V', total verschieden.

Wie in 1, S. 1313, angegeben, ist in B eine Norm
definiert und damit ein ,,Abstand“ zweier Gesamt-
heiten V', V5 durch

d(Vy, Vo) at | Vi—Vs |
:sup{]/“(Vl,F)—/‘(V27F)HFEL}'

Die Werte dieses Abstandes konnen fir Gesamt-
heiten V' aus K zwischen 0 und 1 liegen, da
0= u(V,F) £1. Aus d(Vy,V,) =0 folgt
uWVy,F)=ulVy,F) fir jedes Fe€L und damit
Vi=Vy.d(Vy{,V,) =1 ist (wie im Anhang 2 ge-
zeigt) dquivalent zu C(V,) L C(V,), d. h. zu: V,,
V, total verschieden. Es folgt daraus fiir jedes
V'e C(V,) und Ve C(V,) (wegen C(V') =C(V,)
z.B.) sofort, daB auch d(V', V") =1.

d(Vy,V,) kann man also physikalisch als Maf
fiir die Verschiedenartigkeit zweier Gesamtheiten an-
sehen: es gibt den maximal moglichen Unterschied
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der Haufigkeiten eines Effektes in 7y und V', [natiir-
lich gibt es immer Effekte F mit w(Vy, F) = u(V,, F),
z. B. den Einseffekt 1].

Mischt man zu der Gesamtheit V; einen kleinen
Beitrag ¢ V5 einer dritten Gesamtheit Vg:

V=(Q1-¢)Vi+¢Vs,

so sind d(V,V,) vond(Vy,V,) nur wenig verschie-
den; C(V) aber kann von C (V) bei noch so klei-
nem ¢ beliebig stark abweichen. Deshalb fithren wir
noch den Abstand zwischen C (V) und C(V,) ein:

d(CVy),CWVs))wInt{d(V', V"))
V’e C(V,) und Ve C(Vs)}.

Dieser Abstand ist ein MaB, wie stark sich minde-
stens alle Komponenten von ¥; und ¥V, unterschei-
den. d(C(V4),C(V,)) =0 besagt, da C(V,) und
C(V,) gemeinsame Komponenten oder wenigstens
physikalisch nicht mehr unterscheidbare (d. h. sobald
d(V',V”) fiir ein Paar V' € C(V,), V" €C(V,)
sehr klein wird) Komponenten haben [dal
C(Vy) nC(Vy)=0und d(C(Vy),C(Vy))=0 ist,
kann nur bei unendlich dimensionalen Rédumen B
und B’ (Anm. !) auftreten]. d (C(V,),C(V5))=1
ist dquivalent mit d(V;,V,) =1, d.h. damit, dal
V1 und V, total verschieden sind. Den Sachverhalt
C(Vy) N C(Vy) + 0 driicken wir physikalisch auch
so aus: Die Gesamtheiten V; und ¥, haben unmit-
telbar gemeinsame Objekte; denn eine Gesamtheit V'
aus C(V,) N C(V,) kann man sowohl als Kompo-
nente von V; wie von ¥V, ansehen. Der Satz am Ende
des Abschnitts I besagt nun: Nimmt man eine Kom-
ponente V5 des Gemisches zweier total verschiedener
Gesamtheiten V; und V,, die weder Komponente
von V', noch von ¥V, ist, so hat aber doch jede Mi-
schung §V;+ 4V5 (bzw. 3 Vs+ 4V3) unmittelbar
gemeinsame Objekte mit V, (bzw. V). Dies ist zu-
nachst sehr merkwiirdig, weil man zu einem V;
(falls es ein solches gibt), das unmittelbar keine Ob-
jekte mit V', gemeinsam hat, nur ein zu ¥, total ver-
schiedenes V; hinzuzumischen braucht, um dann in
der Mischung unmittelbar Objekte von V', zu ent-
decken; es ist also so, als ob V3 in verborgener
Weise solche Objekte aus ¥V, enthielte. Deshalb defi-
nieren wir: Eine Gesamtheit V3 hat verborgen
gemeinsame Objekte mit /5, wenn man durch Mi-
schen von V3 mit einer zu V, total verschiedenen
Gesamtheit V; ein Gemisch erhélt, das unmittelbar
gemeinsame Objekte mit V', hat.



1326

Nach Anhang 3 hat dann jede zu V', nicht total
verschiedene Gesamtheit V' verborgen gemeinsame
Objekte mit V, .

Soweit einige physikalische Konsequenzen der
Orthomodularitdt des Verbandes der Entscheidungs-
effekte.

I11. Hauptsatz iiber die Komponenten des
Gemisches zweier Gesamtheiten

Betrachten wir zwei Gesamtheiten 7'y und V', mit
d(C(Vy),C(V5))*0 und die Mischung4 Vy+ $ V5.
V4 sei eine Komponente dieser Mischung, total ver-
schieden zu V. Wire auch V, total verschieden zu
Vi, (d.h.d(V,,Vs) =1), so hdtte man Vg e C(V,),
d.h. ¥V, miite Komponente von V, sein. Wenn aber
wenigstens keine Komponente von V', total verschie-
den zu ¥V ist, was durch d (C(V,),C(V5))=F0 we-
gen V3 total verschieden zu V'{ garantiert ist, so hat
V3 zumindest verborgen Objekte mit V', gemein-
sam, was durch Mischen von V3 mit einer zu V', to-
tal verschiedenen Gesamtheit V,” aus C(4V,+% V5)
mit C(4V +4V,) =C(3V;+4Vs) zum Vorschein
kdme (siehe Anhang 3). Wegen

C(EVi+ Vo) =C(3V+3V))

und d (C(V,),C(V,))F 0, was eine Abschwichung
der Bedingung d (C(V{),C(V5))=1 der totalen
Verschiedenheit von V" und V, darstellt, liegt die
Vermutung nahe, dafl auch die Mischung von V3
mit V; statt 7/, unmittelbar Objekte mit V', gemein-
sam hat. Diese Vermutung muf} experimentell ge-
testet werden. Bisher ist keine Verletzung dieses ver-
muteten Sachverhalts bekannt. Wir formulieren da-
her als weiteren Hauptsatz iiber das Messen folgen-
des Axiom (Numerierung in Fortsetzung von 1) :

Axiom 5: Aus V,€K, V,€K,
d(C(Vy),C(Vy))F0, VzeC(3Vi+3Vs)
und d(V,,V3) =1 f{folgt
C(3Vi+4V3) NC(Vy) 9

Wie im Anhang 4 gezeigt, hat Axiom 5 zur Folge,
daB der Verband der Entscheidungseffekte (im Fall
eines endlich dimensionalen Raumes B) modular ist.
In einer spiteren mathematischen Arbeit wird ge-
zeigt werden, daf} (bei endlichdimensionalem B)
jede irreduzible Losung der Axiome 1 bis 5 iso-
morph ist zu den folgenden mathematischen Syste-
men:

G. LUDWIG

K ist die Menge aller HermiTEschen Operatoren V'
aus einem (endlichdimensionalen) HiLBerT-Raum H
mit 0 <V und Sp(V) =1. L ist die Menge aller
Hermrteschen Operatoren F desselben HiLsert-Rau-
mes H mit 0 F<1; u(V,F)=Sp(VF). Der
Korper der Skalare aus H kann der Korper der re-
ellen oder komplexen Zahlen oder der Quaternionen
sein.

In dieser Arbeit wollen wir zum Schlufl noch eine
Bemerkung zum ,klassischen Fall“, in dem alle Ent-
scheidungseffekte miteinander kommensurabel sind,
anfiigen. Man kann ndmlich leicht das Axiom 5 so

verscharfen, daf} nur der klassische Fall iibrig bleibt:

Axiom 5k: Aus Vi €K, VyeK,
d(C(Vy),C(Vy))F0, VseC(3Vi+4V,)
und d(V{,V3) =1 folgt C(V5) NC(Vy) + 0.

Axiom 5k ist also in der Weise gegeniiber Axiom 5
verschérft, als Vg selbst (nicht erst die Mischung mit
V1) schon gemeinsame Objekte mit V5 haben muB3.
Wie im Anhang 4 gezeigt, folgt aus Axiom 5k die
Kommensurabilitat aller Entscheidungseffekte. Den
klassischen Fall kann man statt durch Axiom 2k

aus ! also auch durch Axiom 5k aussondern.

Anhang 1
In einem orthomodularen Verband ist fiir ¢ = b und
ble:
an (bYe)=bY (anc)),

Ist speziell aM c=0, so folgt aN (bYc)=b.
Fiir ein d < bV ¢ erhidlt man mit a=b VU d:

bNd)V (bVe)=bv((bVd) Nc).

Ist (bud) Nnc=0,
so folgt wegen bV d<bUbUc=bU c:
bud=b, d.h. d<b.
Setzen wir b=C(V,), ¢=C(V,), d=C(Vy),
b Ud=C(% V1+% V3), so fOlgt C(Vs) = C(Vl),
d.h. VseC((Vy); q.ed.
Anhang 2

Aus d(Vy,V,) =1 folgt, daB es mindestens ein F
gibt mit u(V,,F)=1 und u(V,,F) =0 oder ein F’
mit u(Vy,F)=0 und u(Vy,F)=1; dann erfiillt
F=1—F aber die erste Bedingung, so da wir uns
auf diese beschrinken konnen. Diese aber ist d&quivalent
zu L, (V) "L_(Vy) ¥0. In jeder Menge L, (V)
gibt es ein minimales Element, einen Entscheidungs-
effekt E, in L_ (V) ein maximales Element, einen Ent-
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scheidungseffekt, der gerade E* ist5. Also besteht
L,(Vy) N L_(V,) gerade aus allen Effekten F mit
F>2E, und FSE,*. L, (Vy) N L_(V,) ist also
dann und nur dann nicht leer, wenn E; < E,*, d. h.
E, L E, ist. Die Menge C(V) ist aber gerade
K,L, (V)=K,(E); also ist d(Vy,Vs) =1 dann und
nur dann, wenn C(V,) L C(V,) ist.

Anhang 3

Sei d(Vy,Vs)TF= 1. Es gibtein ¥," mit C(2 V,+3 V,)
=C(3Vy+3V,) und d(V,,Vs) =1, was folgender-
maBen bewiesen werden kann: Mit a=C(V,), b=C(V,)
ist aU b=aV b’ mit b’ L a, da der Verband ortho-
modular ist. Nach ¢ gibt es ein V,” mit 8" =C(V,').
Wegen b <aVUb ist Vi/eC(:V,+%V,). Da
d(V,, V=1, kann nicht ¥, € C(V,’) sein. Nads dem
Satz aus Abschnitt IT hat also % ¥,"+3% V, unmittelbar
Objekte mit ¥V, gemeinsam.

Anhang 4

Zu zeigen ist, dal der Verband der C(V), der iso-
morph zum Verband der Entscheidungseffekte ist, modu-
lar ist. Mit a=C(V,), b=C(V,) folgt aus a N b=0
(bei endlich dimensionalem Gesamtheitenraum B, siehe
Anm. 1) auch d(C(V,),C(V,)) =0, da in einem end-
lich dimensionalen Raum zwei beschrinkte, abgeschlos-
sene Mengen mit leerem Durchschnitt einen endlichen
Abstand haben. Mit ¢c=C(V;) folgt aus Vse C(}2 V,
+3V,) cZLaVb CEV+3Vs) N C(V,) ist gleich
(@avc)nb. d(Vy,Vs) =1 besagt ¢ L a. Axiom 5
kann dann in der Form geschriecben werden:

AusanN b=0,cLaVb,claund (aVc)n b=0
folgt c=0. (2)

Seien d, e, f drei Elemente des Verbandes mit d = e.
Da der Verband orthomodular ist, gibt es ein
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bldnf) mit f=(dn f)U b Daraus folgt
dA[@Nf)UblZdndnj=dn |

dNn[dn fhubl=dnb

und

und damit
A0 f=dn [(dNHUBIZ N Y @nb).

DadnN bl dn f, muB also dN b=0 sein. Wir kon-
nen also schreiben:

dn(eVf)=dn[ev (dN U b]l=dn (a Y bd)
mit a=eVY (dN f), wobei dN b=0 und wegen
d=e und d=dNf auch d=a ist. Mit
[=d N (aVUb) ist dann a Vb 2L INb < anb=0
und [ =d N a=a. Daher gibt es ein ¢ mit [=a Uc
und ¢ 1L a. Aus ¢ <[ folgt auch ¢ < a U b. AuBer-
dem ist 0= Nb=(aV c) Nb. Wegen a X1 ist
auch a N b < I N b=0. Nach (2) ist aber dann c=0
und damit [=aV c=a, d. h. dN (a Y b) =a. Da
aY b per Definition von @ und b gleich e U f ist, folgt
dn (eVf)=eV (dNf),

und damit die modulare Eigenschaft des Verbandes.
Axiom 5k kann dhnlich wie Axiom 5 durch (2) aus-
gedriickt werden in der Form:

Aus auUb=0,c<LaY b,claund cNb=0
folgt c=0. (3)

Diese Relation kann man gleich dazu benutzen, um
die Kommensurabilitit zu beweisen. Bekanntlich ge-
niigt es, diese fiir je zwei Elemente ¢ und b mit
aN b=0 zu beweisen, d.h. zu zeigen, daB aus
aN b=0 immer a |l b folgt.

Es gibt ein d mit aV b=a VU d mit d L a. Wei-
terhin ein ¢ mit d=(d N b) Y cund ¢ L dN b. Wie
oben folgt dann 5N ¢=0. Aus ¢ < d und d L a folgt
auch ¢ | @ und damit nach (3) ¢c=0, d.h. d=d N b.
Damit wird b= (dN b) Vg=dY g mit ¢ L dNb=d.
Aus 9 1l dund < aVV d und d L a folgt 9 < a und
damit 0=aNb=aN (d YV 9) =9, d. h. schlielich
b=d und damit b 1 a.



